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Abstract 

New BW probability density distribution, developed at the Motor Transport Institute, is one of the best 
approximations of the flow distribution through the filtration material pours. The distribution has two parameters of 
unequivocal physical interpretation. BW probability distribution parameters for the real filtration materials can be 
established using several experimental methods. To estimate distribution parameters, it is possible to use e.g. 
automatic particulate counters with the possibility to establish number of particulates in the conditions of 
recognisability of the significant amount of particulates’ diameter; computer microscope picture analysers or testing 
filtration material sample with, so called bubble method. 

Using BW distribution in the filters’ computer simulation as elements of the fluid systems with changeable 
characteristics, it is possible in more optimal way to select filter properties for a particular technical solution. 
Simulation allows also preliminary analysis of the polluting sensitivity of the fluid system, allows to control the 
pollutants level and system sensitivity. 

Estimation of the distribution parameters for the real filtration materials allows to classify materials with respect 
to their filtration properties, thus their usefulness for various applications. 
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Streszczenie 

Opracowany w Instytucie Transportu Samochodowego nowy rozk
ad g�sto�ci prawdopodobie�stwa BW jest 
jednym z rozk
adów najlepiej aproksymuj�cych rozk
ad nat��e� przep
ywu przez pory materia
u filtracyjnego. Rozk
ad 
posiada dwa parametry o jednoznacznej interpretacji fizycznej. Parametry rozk
adu prawdopodobie�stwa BW dla 
rzeczywistych materia
ów filtracyjnych mo�na wyznaczy	 kilkoma metodami na drodze do�wiadczalnej. Do estymacji 
parametrów rozk
adu mo�na wykorzysta	 np. automatyczne liczniki cz�stek posiadaj�ce mo�liwo�	 wyznaczania liczby 
cz�stek w warunkach rozró�nialno�ci znacznej ilo�ci �rednic cz�stek, komputerowe analizatory obrazu 
mikroskopowego lub badanie próbki materia
u filtracyjnego tzw. metod� p�cherzykow�. 

Wykorzystuj�c rozk
ad BW w symulacji komputerowej filtrów, jako elementów uk
adów p
ynowych o zmieniaj�cej 
si� charakterystyce mo�na z w sposób bardziej optymalny dobiera	 w
a�ciwo�ci filtru dla konkretnego rozwi�zania 
technicznego. Symulacja daje równie� mo�liwo�	 wst�pnej analizy wra�liwo�ci zanieczyszczeniowej uk
adu 
p
ynowego, pozwala na sterowanie poziomem zanieczyszcze� oraz wra�liwo�ci� uk
adu. 

Estymacja parametrów rozk
adu dla rzeczywistych materia
ów filtracyjnych pozwala na klasyfikowanie 
materia
ów pod wzgl�dem ich w
a�ciwo�ci filtracyjnych i w �lad za tym ich przydatno�ci w ró�nych zastosowaniach. 

S�owa kluczowe: materia
 filtracyjny, efektywno�	 filtracji, g�sto�	 hydrodynamiczna 
 
1. Wst
p 

Podstawow
 w
a�ciwo�ci
 motoryzacyjnego filtru oleju silnikowego, paliwa czy te� innego 
medium, wynikaj
c
 z jego funkcji, jest skuteczno�� oczyszczania. W
a�ciwo�� ta jest �ci�le 
powi
zana z uk
adem, w którym pracuje filtr. Prawid
owy dobór filtru do okre�lonego 
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zastosowania powinien opiera� si� na podstawie wyra�onych ilo�ciowo wska�ników lub 
charakterystyk oceniaj
cych efektywno�� filtrowania w jego stanie pocz
tkowym oraz w czasie 
eksploatacji. Dodatkowym kryterium oceny skuteczno�ci jest równie� umiejscowienie filtru 
w uk
adzie oraz fizyczna zasada jego dzia
ania. Istniej
 dwie zasadnicze odmiany filtrów 
wynikaj
ce z zasady dzia
ania: filtry porowate nazywane cz�sto filtrami mechanicznymi oraz filtry 
energetyczne, do których nale�
 urz
dzenia wykorzystuj
ce si
y grawitacji naturalnej 
i wymuszonej (wirówki, cyklony) oraz filtry magnetyczne i elektryczne. 

Niezale�nie od zasady dzia
ania, ocen� skuteczno�ci dzia
ania filtru mo�na dokona� przez 
okre�lenie stosunku zawarto�ci zanieczyszcze� w cieczy roboczej przed i po przej�ciu przez filtr. 
Jednak�e ze wzgl�du na powszechno�� stosowania filtrów porowatych rozwin�
y si� tak�e inne 
kryteria oceny ich efektywno�ci, zwi
zane z budow
 materia
u filtracyjnego. 

 
2. Metody oceny efektywno�ci filtrowania 

Do znanych metod oceny efektywno�ci filtrowania cieczy roboczej nale�
: 
- metody oceny oparte o badanie materia
u filtracyjnego (okre�lenie najwi�kszej �rednicy poru, 

rozk
adu �rednic porów lub tzw. g�sto�ci hydrodynamicznej), 
- metody oceny oparte o badanie stopnia zatrzymania zanieczyszcze� testowych 

wprowadzonych sztucznie do cieczy wzorcowej przep
ywaj
cej przez filtr jednokrotnie 
(metoda single-pass) lub przy przep
ywie wielokrotnym ze sta
ym dozowaniem 
zanieczyszcze� testowych (metoda multi-pass), 

- metody oceny oparte o zmniejszenie masy wprowadzonych zanieczyszcze� po przej�ciu przez 
filtr, 

- metody oceny ca
kowitej pojemno�ci zanieczyszczeniowej filtru wyra�onej w jednostkach 
masy wzorcowych zanieczyszcze� testowych do uzyskania granicznego wzrostu ró�nicy 
ci�nie� przed i za filtrem w �ci�le okre�lonych warunkach testu, b
d� te� okre�lenie ch
onno�ci 
odniesionej do jednostkowej powierzchni materia
u filtracyjnego i jednostkowego spadku 
ci�nienia, 

- metody oceny oparte o badania funkcjonalno�ci elementów lub uk
adu hydraulicznego 
z okre�lonym filtrem polegaj
ce na okre�leniu czasu do utraty za
o�onych parametrów 
elementu lub uk
adu, dopuszczalnych ze wzgl�du na prawid
owe wype
nienie jego funkcji, 

- metody oparte na badaniu wra�liwo�ci zanieczyszczeniowej elementów lub uk
adu 
hydraulicznego, w których s
 okre�lane zmiany parametrów funkcjonalnych w szerokim 
zakresie zawarto�ci i rozk
adu wymiarowego zanieczyszcze� wzorcowych lub przy 
zastosowaniu filtrów o ró�nej skuteczno�ci oczyszczania, 

- metody oparte o do�wiadczalno-analityczne wyznaczanie charakterystyk efektywno�ci 
filtrowania i symulacyjne wyznaczanie zmian w czasie skuteczno�ci dzia
ania filtru. 
Obecnie szczególnego znaczenia nabiera ostatnia kategoria metod oceny z uwagi na 

mo�liwo�ci obliczeniowe zwi
zane z wyposa�eniem uk
adów hydraulicznych w uk
ady 
mikroprocesorowe i mikrokomputerowe oraz mo�liwo�ci wyposa�enia uk
adów hydraulicznych 
w czujniki pojedynczych cz
stek zanieczyszcze�, dzia
aj
cymi w trybie on-line. 

 
3. Charakterystyki efektywno�ci filtrów - okre�lenia podstawowe 

W nawi
zaniu do aktualnie stosowanych metod okre�lania skuteczno�ci filtrowania 
wykorzystywane s
 charakterystyki opieraj
ce si� na porównaniu liczby cz
stek zanieczyszcze� 
w cieczy przed i za filtrem w odniesieniu do wymiarów cz
stek zanieczyszcze�. Stosowane si� 
nast�puj
ce charakterystyki oceny skuteczno�ci filtrowania: 
- charakterystyka przepuszczania filtru ep(x, t) b�d
ca stosunkiem liczby cz
stek o �rednicach 

x, Nd(x, t) za filtrem do Nu(x, t) przed filtrem, odniesionych do jednostki obj�to�ci cieczy w 
danej chwili czasowej t: 
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- charakterystyka odfiltrowania ef(x,t) 
 
 ef(x,t) = 1 – ep(x,t) , (2) 

 
- charakterystyka przepuszczania Ep(>x,t), b�d
ca stosunkiem liczby cz
stek o �rednicach 

wi�kszych od x (tzw. skumulowana liczba cz
stek) w danej chwili czasowej t, Nd(>x,t) za 
filtrem do Nu(>x,t) przed filtrem, w odniesieniu do jednostkowej obj�to�ci cieczy, okre�lonych 
praktycznie w tej samej chwili czasowej t: 
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- charakterystyka odfiltrowania Ef(>x,t) równie� dla skumulowanych liczb cz
stek, czyli o 

�rednicach wi�kszych ni� x: 
 
 Ef(>x,t) = 1 – Ep(>x,t) , (4) 

 
- charakterystyka „beta iks” �x(t): 

 H I H I
H ItxN

txNt
d

u
x ,

,
B
B

�� . (5) 

 
Charakterystyka �x(t) jest jednoznacznie zwi
zana z Ef i Ep nast�puj
c
 relacj
: 
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Charakterystyki entropowe filtru, przeznaczone do oceny zmian w
asno�ci filtracyjnych 

w czasie. Przyk
adow
 entropi� charakterystyki przepuszczania H[ep(x,t)] definiuje si� w sposób 
nast�puj
cy. Dla funkcji ep(x,t) opisanej analitycznie: 
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a dla warto�ci dyskretnych 
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Charakterystyki entropowe mog
 by� wyznaczane równie� dla innych wielko�ci okre�laj
cych 
efektywno�� filtrów tzn. dla ef, Ep, Ef i �x. 

 
4. Poj
cie g
sto�ci hydrodynamicznej 

Charakterystyka przepuszczania ep(x,t) lub charakterystyka odfiltrowania ef(x,t) definiowane s
 
poprzez liczenie liczby cz
stek okre�lonej �rednicy x, przy czym w rzeczywisto�ci mamy do 
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czynienia z cz
stkami w przedziale obustronnie ograniczonym xmax � x � xmin lub x = x±�x, gdzie 
�x > 0 czyli w punkcie równym �rednicy x z b
�dem wynikaj
cym z mo�liwo�ci pomiarowych (np. 
dla �x = ±0,5 �m). Nale�y pami�ta�, �e przy podej�ciu probabilistycznym prawdopodobie�stwo 
pojawienia si� cz
stki o �ci�le okre�lonej �rednicy x jest równe zero.  

Przy podej�ciu statystycznym charakterystyka przepuszczania filtru ep(x,t) b�dzie w danej 
chwili czasowej t funkcj
 okre�lan
 przez prawdopodobie�stwo wyst
pienia cz
stki o �rednicy x 
w cieczy przed filtrem w zbiorze cz
stek Nu (>x,t) i natrafienia na por w materiale filtracyjnym 
o �rednicy y wi�kszej ni� wymiar cz
stki powoduj
cy powstanie nowego zbioru cz
stek za filtrem 
Nd(>x,t). Zatem charakterystyk� przepuszczania mo�emy zdefiniowa� nast�puj
co: 

 

 
),(),(

),(),(),( lim
0
0 txNtxxN

ttxNttxxNtxe
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dd

t
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Zak
adaj
c, �e proces przechodzenia jest natychmiastowy (�t = 0) to w danej chwili czasowej t 

granica powy�sza okre�laj
ca charakterystyk� przepuszczania filtru d
�y do Nd(x) / Nu(x) gdzie x 
jest �rednic
 cz
stek praktycznie wyznaczonych z b
�dem �x lub w przedziale ograniczonym 
obustronnie. 

W praktyce wykorzystuje si� cz��ciej charakterystyk� odfiltrowania ef(x) = 1 - ep(x). 
Charakterystyka odfiltrowania ef(x) ma przejrzyst
 i interesuj
c
 interpretacj� fizyczn
. Jest ona 
równowa�na dystrybuancie hydrodynamicznej przegrody filtracyjnej okre�laj
cej rozk
ad nat��e� 
przep
ywu cieczy przez poszczególne pory materia
u filtracyjnego. Zatem je�li f(y) b�dzie funkcj
 
g�sto�ci rozk
adu prawdopodobie�stwa �rednic porów Y przegrody filtracyjnej to: 

 

 dyyfy
C

xe
x

f )(1)(
0
�� � , (10) 

 
gdzie ca
kowanie odbywa si� przy za
o�eniu x = y od wymiaru najmniejszych cz
stek 
wyst�puj
cych w cieczy, � okre�la stan przep
ywu cieczy przez pory filtru (� = 2 przep
yw 
turbulentny, � = 4 przep
yw laminarny) natomiast C jest sta

 normalizacji ca
ki pozwalaj
cej 
zachowa� zmienno�� od 0 do 1. 

Je�li k(y) b�dzie funkcj
 g�sto�ci prawdopodobie�stwa rozk
adu nat��e� przep
ywu przez 
poszczególne pory o �rednicach y materia
u filtracyjnego, to dystrybuanta tej zmiennej losowej 
b�dzie  

 

 , (11) K y P y k y d y
y

( ) ( ) ( )� � �
� G
�Y

 
gdzie: 
P(Y � y) - prawdopodobie�stwo zdarzenia z
o�onego Y � y, spe
niaj
ce warunek 0 � P(Y � y) � 1. 
 

Ostatecznie mo�emy zapisa� podstawow
 zale�no�� jako: 
 

 , (12) H I H I �
G�

��

y

f dyykyKxe )(

 
natomiast funkcj� k(y) b�dziemy nazywali w uproszczeniu g�sto�ci
 hydrodynamiczn
 materia
u 
filtracyjnego. 
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5. G
sto�� hydrodynamiczna BW 
Konsekwencj
 twierdzenia o równowa�no�ci charakterystyki odfiltrowania z dystrybuant
 

hydrodynamiczn
 jest mo�liwo�� wyznaczenia drog
 symulacji komputerowej efektywno�ci 
filtrów poprzez analiz� w
a�ciwo�ci samego materia
u filtracyjnego, o ile b�dzie znana analityczna 
posta� funkcji rozk
adu g�sto�ci prawdopodobie�stwa k(y). Jednym z najlepiej aproksymuj
cych 
rozk
ad nat��e� przep
ywu przez pory materia
u filtracyjnego jest opracowany w Instytucie 
Transportu Samochodowego nowy rozk
ad g�sto�ci prawdopodobie�stwa BW. Rozk
ad g�sto�ci 
prawdopodobie�stwa BW ma posta�: 
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gdzie: 
a, b - parametry rozk
adu takie, �e b>a i a, b � R+, 
u(y), u(y-b) - odpowiednie funkcje skoku jednostkowego. 
 

Ten dwuparametrowy rozk
ad g�sto�ci prawdopodobie�stwa przyj�ty jest za model 
probabilistyczny zmiennej losowej, okre�laj
cej rozk
ad przep
ywu cieczy przez pory o �rednicy y 
przegrody filtracyjnej. Równocze�nie przyjmuje si� na podstawie do�wiadcze�, �e w modelu tym 
stosunek parametrów b/a jest wi�kszy od 3. 

W przypadku gdy zmienna losowa Y ma rozk
ad g�sto�ci prawdopodobie�stwa BW z definicji 
wynika, �e dystrybuanta tej zmiennej losowej ma nast�puj
c
 posta�: 
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sk
d wynika, �e: 
 

 P(Y�0)=0iP(Y>b)=0. (15) 
 
Mo�na zauwa�y�, �e w funkcji dystrybuanty K(y) o jej zmienno�ci decyduje sk
adnik (16) tak, 

�e przebieg dystrybuanty zmiennej losowej Y jest podobny do uci�tej lewostronnie lewej po
ówki 
rozk
adu normalnego. 

 exp ( )
�

�0

4
2

1

5
3

y b
a

2

22
. (16) 

 
Momenty zwyk
e 
Zgodnie z przyj�t
 definicj
, moment zwyk
y m� (Y) �-tego rz�du, ��R+, rzeczywistej 

zmiennej losowej Y okre�la nast�puj
cy wzór: 
 

 , (17) m E y k y�
� �( ) ( ) ( )Y Y� �

� G

� G

� dy

 
gdzie: 
E(Y�) - warto�� oczekiwana zmiennej losowej Y�, 
k(y) - funkcja g�sto�ci prawdopodobie�stwa zmiennej losowej Y. 
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Podstawiaj
c w miejsce k(y) rozk
ad BW i pomocnicz
 zmienn
 z zdefiniowan
 zale�no�ci
 
y = az + b otrzymujemy: 
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Dalej ca
kuj
c przez cz��ci, otrzymujemy nast�puj
cy wzór rekurencyjny: 
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Z powy�szego wzoru wynika, �e wszystkie momenty, tj. dla � � R+, zmiennej losowej Y o 

rozk
adzie BW (o parametrach a i b) mo�na, korzystaj
c z powy�szej zale�no�ci, wyznaczy� 
znaj
c momenty zwyk
e dla � �K0, 2), przyjmuj
c mo(Y) = 1, co implikuje nast�puj
ca cecha 
funkcji g�sto�ci rozk
adu prawdopodobie�stwa rzeczywistej zmiennej losowej: 
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W szczególno�ci wszystkie momenty zwyk
e mn(Y) dla n � N (N -zbiór liczb naturalnych) 

wyznaczy� mo�na z nast�puj
cego wzoru rekurencyjnego; wynikaj
cego z formu
y (14): 
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dla n > 1. 

Znaj
c warto�� oczekiwan
 E(Y) = m1(Y), któr
 dla rozk
adu BW obliczy� mo�na wg 
poni�szego wzoru: 
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to dla n = 2 otrzymamy: 
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Momenty centralne 

Moment centralny 7n, n-tego rz�du rzeczywistej zmiennej losowej Y okre�lony jest 
nast�puj
co: 
 ! " H I! "Q Rn

nn EEYEYm S�S��� )(7 dlan�N, (24) 
 

st
d z w
asno�ci momentu oraz z zasad ca
kowania i definicji, mamy co nast�puje: 
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Korzystaj
c z powy�szego wzoru mo�na wyznaczy� wszystkie momenty centralne zmiennej 

losowej Y, znaj
c momenty zwyk
e tej zmiennej. W szczególno�ci mamy, co nast�puje: 
 

 ! " ! " 0)()()()()(1 ������� YYYYYY EEEEEEE7 . (28) 
 

Moment centralny drugiego rz
du nazywa si� wariancj
. Mamy zatem: 
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Wykorzystuj
c odpowiednie zale�no�ci otrzymamy moment centralny 2-go rz�du dla rozk
adu 

BW w nast�puj
cej postaci: 
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Wyliczone zale�no�ci okre�laj
ce momenty zwyk
e i momenty centralne rozk
adu BW mog
 
by� u�yteczne przy ocenach i porównaniach du�ej liczno�ci eksperymentów, dla standaryzacji 
rozk
adu BW oraz mog
 by� wykorzystane przy poszukiwaniu nowych w
asno�ci zwi
zanych 
z fizycznymi aspektami procesu filtrowania i ocenami efektywno�ci materia
u filtracyjnego. 

 
6. Uproszczony rozk�ad BW 

Przy za
o�eniu, �e iloraz b/a parametrów rozk
adu BW jest wi�kszy od 3, rozk
ad BW mo�na 
zapisa� w przybli�onej, uproszczonej postaci: 
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Z prowadzonych analiz wynika, �e praktycznie zdecydowana wi�kszo�� porowatych 

materia
ów filtracyjnych spe
nia ten warunek. Przebieg rozk
adu BW wraz z interpretacj
 jego 
parametrów a i b przedstawiono na Rys. 1. Parametr b odpowiada maksymalnej �rednicy poru 
materia
u filtracyjnego, parametr c=b-a �rednicy porów, dla których wyst�puje najwi�ksze 
nat��enie przep
ywu cieczy przez materia
 filtracyjny. 

 

rozk�ad BW

wymiar porów materia�u filtracyjnego y

k
(y
)

 

c=b-a b

Rys. 1. Rozk
ad BW z interpretacj� parametrów a, b rozk
adu 
Fig. 1. BW distribution  with the interpretation of a and b parameters of distribution 

 
7. Estymacja parametrów rozk�adu BW 

W celu wykorzystania do celów praktycznych funkcji g�sto�ci rozk
adu prawdopodobie�stwa 
BW wymagana jest znajomo�� parametrów a i b tego rozk
adu. Istnieje kilka sposobów ich 
wyznaczenia: 
a) metoda polegaj
ca na wykorzystaniu automatycznych liczników cz
stek, posiadaj
cych 
mo�liwo�� wyznaczenia �rednic cz
stek zanieczyszcze� przed i za filtrem w warunkach 
rozró�nialno�ci znacznej ilo�ci �rednic cz
stek. Wyznaczaj
c charakterystyk� odfiltrowania 
otrzymamy dla efektywno�ci ef(x) = 1 (najwi�ksza �rednica cz
stki przechodz
ca przez filtr, 
warto�� parametru b, natomiast punkt przegi�cia charakterystyki okre�li �rednic� cz
stek 
odpowiadaj
c
 c = b - a. 

b) metoda polegaj
ca na wykorzystaniu skomputeryzowanych analizatorów obrazu 
mikroskopowego, które umo�liwiaj
 precyzyjne okre�lenie rozk
adu cz
stek zanieczyszcze� 
przed i za filtrem, wyznaczenie charakterystyki odfiltrowania i podobnie jak w poprzedniej 
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metodzie wyznaczenie parametrów rozk
adu a i b. W przypadku wykorzystania analizy 
mikroskopowej zanieczyszcze� pojawia si� trudno�� w wyborze zast�pczej �rednicy 
analizowanej cz
stki, bowiem badaniu podlegaj
 rzuty cz
stek, których �rednica zast�pcza jest 
zale�na od kierunku skaningu. Efektywn
 metod
 znalezienia zast�pczej �rednicy jest wybór 
tzw. �rednicy Fereta okre�lonej dla ró�nych k
tów i przyj�ciu jednej �rednicy wybranej na 
podstawie warto�ci standardowego odchylenia b
d� te� na podstawie u�rednionej �rednicy 
Fereta. Powy�szych trudno�ci mo�na unikn
� stosuj
c do bada� zanieczyszczenia testowe w 
postaci kulistego lateksu polidyspersyjnego. 

c) metoda oparta na badaniu próbki materia
u filtracyjnego, w której technika pomiarowa jest 
zbli�ona do znanego i cz�sto praktykowanego sposobu wyznaczania �rednicy maksymalnego 
poru. Istota metody polega na wyznaczeniu charakterystyk nat��enia przep
ywy powietrza lub 
innego gazu dla próbki suchej oraz dla próbki nas
czonej ciecz
 testow
 (woda, alkohol 
etylowy, olej). 
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Rys. 2. Przebieg g�sto�ci hydrodynamicznej k(y) dla czterech przyk
adów filtrów, okre�lony na podstawie rozk
adu BW 

Fig. 2. The course of the k(y) hydrokinetic thickness for four examples of filters definited on the ground of BW 
distribution  
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Rys. 3. Charakterystyka odfiltrowania ef(x)dla czterech przyk
adowych filtrów wyznaczona na podstawie g�sto�ci 
hydrodynamicznej k(y), w oparciu o rozk
ad BW 

Fig. 3. The course of the k(y) hydrokinetic thickness for four examples of filters, definited on the ground the BW 
distribution  
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8. Wyznaczenie charakterystyki odfiltrowania 
W celu zilustrowania wykorzystania postaci analitycznej rozk
adu BW na Rys. 2-3 

przedstawiono wykresy funkcji rozk
adu hydrodynamicznego BW oraz przebiegi odpowiadaj
cym 
im charakterystyk odfiltrowania, dla czterech filtrów o ni�ej wymienionych parametrach: 
- filtr 1: b = 10 �m, b/a = 16, 
- filtr 2: b = 12 �m, b/a = 8, 
- filtr 3: b = 14 �m, b/a = 6, 
- filtr 3: b = 16 �m, b/a = 4. 
 
9. Wnioski 
- Jedn
 z metod oceny efektywno�ci filtrowania odnosz
c
 si� do porowatych materia
ów 
filtracyjnych jest charakterystyka odfiltrowania uzyskana na podstawie funkcji g�sto�ci 
prawdopodobie�stwa rozk
adu hydrodynamicznego przegrody filtracyjnej, 

- jedn
 z dróg prowadz
cych do okre�lenia charakterystyki odfiltrowania jest wykorzystanie 
zaprezentowanego, nowego rozk
adu hydrodynamicznego BW wyra�onego w postaci 
analitycznej, 

- istnieje mo�liwo�� analitycznego opisu efektywno�ci filtrowania dla filtru nowego i zmian 
skuteczno�ci w czasie eksploatacji. 
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